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Corriges des exercices de 6.1 a 6.15 



15.6 1.6 iv* J,$la. 



Exercice 6.1 : 

1/ Pour que la force F derive d’un potentiel, il faut que la relation rotF = 0 soit vcrilicc. 
Les equations suivantes nous pennettent d’en deduire les trois constantes inconnues : 



GF, GF x 



x y 



dry dx 
dF r GF 



fi = 2 



dz dx 
dF y _ dF : 



r = - 1 



dz dy 



a = 4 



L’ expression de la force F est done : 









F = (x + 2v + 4z) / + (2x-3v-z ) j + {4op*y + 2z)k 

2/ Nous savons que F = -gradE (x,y,z) ; partant de cela et par une suite de 
raisonnements, nous arrivons a l’expression du potentiel dont derive la force ci dessus : 



dE 



1 



= F r ■=> -E n = —x 2 +2xv + 4xz + v,z) 

dx p 2 ' ; t ^ 



dE 



p _ 



dy 



= F 



2x + C ^ } '^ = 2x %£ => f{x, y) = -\y 2 - yz + g (z) 



dy 



-E n = —x 2 +2xv + 4xz-— , y 1 - vz + g(z) 

P 2 ■ 2*\P V ’ 

r tk ds ( z ) 

^ = F,^4xtxV^ LFj -y4x-y + 2z. 



P 

dE 






dz 



dz 



= 2 z 



dz 

\ /( z ) = z 2+C ' e 

L’expression dupotentiel est done : 

E p = — x 2 - 2 xy - 4 xz + y 1 + yz - z 2 + C te 

Pour determiner la constante C ,e , on doit revenir aux conditions initiales : 
' V 1 ' • E ( 0, 0, 0 ) = 2 => C te = 2 



liinalemenrl’ expression de 1’ energie potentielle (ou potentiel) demandee est : 

’ |" I , r 



E =- — x 2 - 2xy - 4xz + —y + yz — z 2 +2 



2 



Excrcicc 6.2 ; 

1/ Pour que la forced derive d’un potentiel, il est imperative que l’equation rotF = 0 soit 
verifiee, e’est-a-dire que les trois equations suivantes soient verifiees a leur tour. De ces 
equations on en deduit la valeurX (x,z) . De l’enonce on en deduit que : 

F x =X(x,z) , F y = yz , F : =x 2 +^y 2 
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^= 3 ^^^ = 0^F x =C le ->(l) 
dy ox dy 

dF r 8F_ 6F r 



X z 



dz dx dz 



= 2x^F x =2xy + C te ->(2) 



La premiere solution(l) ne convient pas carF v = X(x,z) doit etre fonction de xet z . 
Seule la deuxieme solution (2) convient. D’apres les conditions initiales la constantc C" est 
nulle. D’ou : 



F x = X (x,z) = 2xz 



Pour calculer l’energie potentielle on utilise la relation F = -gradE : 



r)F dF 

— = F => p - = 2 xz=>-E b =x 2 z + f(v 

Sx p V ' 

dE„ 



dx 

dy y dy 

-E p =x 2 z + ^y 2 z + g(z) 



■■yz=>f{y,z) = - 




gi z ) = c 



1 



Le resultat est E p =-x‘'z- — y~z + C e . p’apres les conditions initiales sur 1’ energie 
potentielle, la constante g(z) = C‘ e e^tnulle iz%= 0 <=> E = 0) . Le resultat final est : 



E = -xz — j 2 z 

V 2' 



21 Calcul du travail par deux methodes. 

Premiere methodej 

Nous connaissons la formule : 

dW = ~dE p , dW = Fdl , W = \PIl = E p (B)~ E p (A) 



3 



x-R cos <9 

/ 

y = R sin 9 
z = h9 





r 2 1 

x +—y 


( 


z 


= hOR 2 




l 2' J 


V 



1 A 

cos 2 6 + — sin 2 0 

2 J 



W = hOR- 



E,(A) = 0 

E (B) = h.-R' 



0 



1 



A 



cos" 7i H — sin - n 

v 2 j 



W = E (B) — E (A) = hnR 2 -A (3) 



Deuxieme methode : 

Nous calculons directement le travail en utilisant la formule : 
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u 

W = J \^F x dx + F y dy + Fr/zJ 



X = f?C0S<9 
dx = -Rsin9.dO 
F x = 2xz = 2Rh6 cos 0 

y = R sin 9 
dy = R cos O.dO 
F y = yz = 2F/?<9 sin (9 

z = hO 
dz = R.dO 



Fdx = -2R 2 hO cos 0 sin Odd 



F dy = R 2 hO cos 6 sin 9d6 



F, = x 2 +-v 2 =R 2 h 

z 2 ' 



cos 2 <9 +— sin 2 # 



o v 



u 

W = j R 2 h 



—9 cos 9 sin 9 + cos 2 9 + — sin 2 6 Id 9 



W = R 2 h 


9 


( , l , 3 

cos" 9 + — sin" 9 


- n 

=^> 




W = R 2 hn 






l 2 J. 


-0 « 


x + 




Les deux resultats (3) et(4) sont identique^.. 

3/ La force etant conservatrice, lediavail est le meme quelque soit le chemin suivi. 



Exercice 6.3 



Quelque soit le chemin le ta&ail de la force est W = J Fdr 

a / Le travail de la force F suivant le ^femin rectiligne. 

Rappel mathematique : Pour trouver l’equation d’une droite passant par les deux 

points P(x p ,y p , z p ) et Q (iWT z , ) , on doit poser les equations suivantes : 



x — x p _ y-y P _ z-z f 



e„c 



x o x p y q yp z q z p 



Puis en d^uir^f’ equation de la trajectoire : 






V 



x-1 _ y-2 _ z + 1 



2-1 4-2 -1 



y = 2x 

z = -x 

1 

Z = V + 1 

2 ' 



Pour ecrire 1’ expression de la force F et du deplacement elementaire <F , en fonction de la 
seule variable x dans le repere cartesien, on remplace y et z : 



F = 5x 2 u„ -x 2 u„ + 2x 2 w_ 



dr = dxu, + dyu v + dzu. 
y = 2x=>dy = 2 dx 
z = -x ; => dz = -dx 



dr = dxu + 2dxu„ - dxu. 
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-x 3 


2 


7 


=> 


W = -J 


3 


1 


3 



BC" AB WcD 



Calculons le travail de la force dans le premier cas : 

F dr = F x dx + Fdv + F_dz => F dr = x 2 dx 

2 2 

W = j Fdr = J x 2 dx 

i i 

b / Le travail de la force F suivant la courbe brisee ABCD . 

Dans ce cas, on divise le travail total W AD en trois travaux W RC ,W / 
effectues suivant les segments BC, AB et CD . 

Suivant le segment rectiligne AB : seule x varie, v = 2 et z = - 1 . Les 
expressions respectives de la force et du deplacement elementaire sont : 

F = (x 2 + 4) u x - xUy + 2 xu 

dl = dxu x 

Calculons le travail pour cette partie du chemin : 

— 



F dl = (x 9 +2}dx 

2 

W AB = J (x 2 +4 )t/x 



: = —\ . Le 

.0^ 



W. 



AB 



— x 3 +4x 


2 

y 


|_3 


A 



w 



19 



IB 



6,33 J 



Suivant le segment rectiligne BC : on ay varraUe^J —2 etz = -1 . Les expressions 
respectives de la force et du deplacement elementaire sont : 

F = (4 + yf ) uj)^2u v + 2yu, 

dl =jdyuc 

Calculons le travail pour cette partie du chemin : 

Fdl = -2 dv 



% , , 




-2 dv 



W, c =[-2 y] 



W bc =-4J 



Suivant le segment rectiligne CD : on a z variable, x = 2 et y = 4 . Les 
expressions respectives de la force et du deplacement elementaire sont : 

F = ( ■ 4 + 1 6 ) u x + 2 zu y + 8 u z 

dl = dzu, 

?ns le travail pour cette partie du chemin : 

Fdl = 8 dz 

-2 

W CD = J 8 dz 







iv C d = [Zz] 



W CD =-iJ 



Le travail total de A a D est done : 



w =W + W W 

rr AD rr AB — rr BC rr CD 



W ad =-5,61J 



c/ Le travail de la force F suivant la courbe definie par les equations parametriques 
x = t , v = r , z = t 

Rempla?ons dans l’expression de la force x = t ,y = t 2 , z = t : 
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F — [t~ + f 4 j u x + 1 u.y-\-t’u v 
dx = dt , dy = 2 tdt , dz = dt 
F dr = (r + 1 4 ) dt + 2t 3 dt + t 3 dt 



dW = ( t A + 3 t 3 + t 2 ^jdt 



Le travail de la force dans ce cas est done : 

2 

W = \(t A + 2>t 3 +t 2 )dt 
0 



W = 28J 



Exercicc 6.4 ; , 4 - 4 , 

a/ Puisque la force est centrale et ne depend que de seulement, son energie potentielle 
admet une symetrie spherique qui ne varie aussi qu’en fonction de . La relation entre la 

force et 1’ energie potentielle est doncF = -VE p . Et puisque la variable est unique alors la 

dE k 4l, V 

relation est totalement vcrilicc dans la composante radiale — — = — JDe la on peut en deduire 

dr r\ 

la valeur de 1’ energie potentielle : 



£ ,=1 



k k 

—rdr =>E„ = — + 







l V -TjT 

Pour determiner la constante de E integration on considere pourE^ =0 on a r — » <x> , et 



par consequent C' e = 0 . D’ou : 



E p=- 






L’cnergic totalc E est E energie mccaniquc, e'est-a-dire la somme des deux energies : 
potentielle E et cinctique E t . \ 

Puisque lc mouvement est cjfculairc cfla trajcctoire un ccrclc on a v = 6 , 0 rcprcscntc la 
vitesse angulaire. Done : 



En 



4 ^ 



,4 V 2 

E = — mv 

r c 2 

v = Or 



r 1 k 
E c=T — -r=> 
2 r 



E c = — m6 2 r.r 

2 v-v 



eFJ- 

c 2 r 



( 2 ) 



es equations (l) et (2) , membre a membre, on obtient l’energie totale : 



E = ----- 
2 r r 



E = 

2 r 



b/ ^n en deduit l’exprcssion de la vitesse de E equation (2) : 



F Ik i 2 

E = = — mv 

c 2 r 2 




d Calcul du moment cinetique en coordonnees cylindriques par rapport au centre du 
cercle : 

L 0 =r a mv 



v = v r + v e = rOu t 







-u g 








=> m 


r 


0 


0 




L 0 = mr6u . 




0 


r6 


0 
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Le module du moment cinetique est done egal a : 
L 



0 = - = 



mr 2 6 
1 [k 




1 



: mr — , 

r mr 




L n = \jmkr 



Exercice 6.5 : 

a / Remarquons que la force est constante. Le travail effectue est done : 
dW = Fdr 

f \ 



w =\ 



F x dx + F v dy + F z dz 

v j 

4 




W = j -7dx+f 6 dy = 21 + 24 => \w = 45J 

0 0 

b/La puissance moyenne est : 



/> =E 

moy ^ 



p =ii 
moy 0,6 



p y75r 



& 






c/ Pour calculer la variation de 1’ energie cinetique, appliouofes le theoreme de 1’ energie 
cinetique : 

AE c =^W, 



A E =45 J* 



d/ En considerant la vitesse initiale nulle, la^desse finale est : 



— mv 2 - 0 = A E 
2 / 





If*. 




1 -w 1 

m 



v = 9,48 ms 1 



e/ La variation de 1’ energie potentielle n’est autre que le travail fourni avec un signe 
negatif : r 



A E = 



A E p = -45 J 



D’apres les resultats obteifus on remarque que 



A E p = -A Ec 



, on explique cela comine 



suit : n 

La particule quitte l’togine sans vitesse initiale, c'est-a-dire qu’elle n’avait initialement 
aucune energie cinetibup, mais par contre elle possedait une energie potentielle. En arrivant au 
point A avec lafcit®§e calculee precedemment elle a acquit done une energie cinetique 
exactement egale aT energie potentielle qui a ete totalement depensee. Au point A l’energie 

potqntielle est^tillefis A = 0) . 

Calculons le travail fourni par la force lors de son deplacement de A a B : 
dW AB = Fdr 



W 



AB 



|( F x dx + F y dy ) 




16 



w 



AB 



| -Idx + J 6 dy = -28 + 72 : 



W ab =44J 



On peut calculer a present l’energie potentielle E B au point B : 



Bp, a B pB — W AB 



P,B 

E p , b = 44 



E p , b =44J 
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Exercicc 6.6 : 

D’ apres le principe de la conservation de la quantite de mouvement : la quantite de 
mouvement avant 1’ explosion est egale aux quantites de mouvement apres 1’ explosion : 

p = p x + p 2 + p 3 => Mv = mv j + mv 2 + mv 3 

Puisque p et p ] sont horizontales, la resultante de p 2 et p 3 est aussi horizontale et le 
quadrilatere forme est un losange. (Voir figure) 



Avant le choc 




En utilisant la loi des sinus on peut ecrire : 

Pi _ 



v 7 jmv. 



sin 45° sin 45° 

A partir de la figure ci-dessus on peut calculer l’intensite de la resultante de p 2 et p 3 : 

R = 'l pl + a$\ 



R = p 2 + p 3 => R = yjpz +iPk^> r = mv 2 4l 
II ne reste plus qu’a calculer le module des vitfe&ses demandees : 

P = Pi + Pi + Pi =>l*ePi+Rr>M\ 



nn\ + mv 2 



M = 3m : 



= V, + V. 



r- 



A 



3v-v, 



V 2 =' 



42 






1 1, 3 ms 1 



Exercice 6.7 ; 

1/ Pour calculef la vitesse, on applique au system e(M + m) isole les principes de la 

conservation de la qlpSritite de mouvement et de P energie. Puisque le choc est elastique, la 
vitesse de la massefw differe de la vitesse de la masse M . 

/;, = p 2 , mv 0 = mv l +Mv => m\\ = mv 0 - Mv — > (l) 






E„, = E ri , — mvl =—mvT +—Mv 2 

C1 C1 2 2 2 



mvf = mv j - Mv 2 



(2) 



On eleve au carre l’equation (l) et on multiplie l’equation (2) par la masse m, puis on 
procede a une soustraction des equations obtenues et enfin deduire la vitesse v : 



( 1 ) 2 -( 2 )./«: 



2 mv n 



v = ■ 



M + m 



v = 0, 33ms 



-i 



Pour calculer la compression maximale on applique le principe de la transfonnation 
mutuelle de 1’ energie. La masse M s’arrete apres avoir parcouru la distance maximale x 0 
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et le ressort se comprime de la meme valeur. Toute 1’ energie cinetique acquise par la 
collision avec in s’cst transformee totalement en energie potentielle elastique que le ressort 
emmagasine. 



E, =E_ 



— Mv 2 = — kxl 
2 2 0 



x 0 =v. 



x, = 2,33 cm 



2/ Puisque le choc est mou la vitesse de la masse m est egale a la vitesse de la masse M . 
Pour calculer la vitesse on applique le principe de la conservation de la quantite de 
mouvement au systeme (M + m) : 



p x = p : , mv 0 = ( M + m ) i 



mv n 



v = ■ 



M + m 



v’ = 0,17 ms 



3/ Le choc est mou. L’ energie cinetique depensee est egale a 1 ’ energie p otentielle 
emmagasinee : 4. r- r 



E,=E„ , t(M +m )v' ! =ib s : 



T — 17 


1 M + m 




v 


* * rv 


k(m+M) 



x 0 = 2,33 cm 



Pour obtenir le travail demande on applique le theoreme de 1’ energie cinetique : 

AE r =Z>V 



A E =A E 



W = -kx n 2 
2 0 






Exercice 6.8 : ^ T 

1/ Le graphe ci-dessous represente/les variations de 1’ energie potentielle en fonction de la 
distance . 





2/ L’ energie potentielle atteint sa valeur maximale quand sa premiere derivee par rapport a 
s’annule : 



dE p 
dt 



r = a 



2 Kr 



V a j 



: 0 => r = a 



^ p, max = 



dE „ 



3/ Les positions d’equilibre correspondent a l’annulation de la derivee premiere — - = 0, 

dt 

our e ]-oo,+oo[ . 
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dEp 

dt 



2 Kr 



'.-4' 

v a J 



/ a L 



: {0,±n,±co} 



d 2 E„ 



4/ Les positions d’equilibre stable correspondent aux positions pour lesquelles ? >- 0 , et 



dE p _ 
dt 



■ 0 de la et d’apres l’enonce on obtient : 



d% 

dt 2 



2 K 



f r 2 r 4 1 

1-5 — + 2 — 


r 

e a ~ >- 0 => 


r = {0,±co} 


l a a J 







Exercice 6.9 : 

1/ Calcul de la vitesse v 



5 • 2 mV B~2 mV A =»lg% 



5/ L’ expression de la force F (M) nous la deduisons de la formule F ( M ) = 

F(M) = -VE => F(M) = - 




2/ Expression de h en fonction de etc^ h-r- r cos 6 h = r (l - cos 6) 
3/ Calcul de la vitesse v c au point C%n fonction de h etv B : 

i i j 



= V~2 ~gh 



+ Vn 



1 2 1 , , 

^Wc^ mV B = ~ m § h : 

4/ La valeur de la reaction R erkroncuon de m, r, 6, v B et g : 

La particule est soumise aux deux forces P et R . Le mouvement etant circulaire, la 
resultante est une force normale. Proj etant les forces sur l’axe nonnal et deduisons la 
reaction : 

R + P = ma 

R - mg cos 6 = ma, 

2 

V C 

a = a M = — 






-(-2 gh + v 2 B ) 



R = 3 mg cos 0 — 2 mg H — v\ 



( 1 ) 



h = /-(l-cos#) 

5/ Pour que la particule atteigne au moins le points avec une vitesse nulle il faut qu’elle 
ait acquis au points une vitesse minimale qui doit verifier 1’ equation : 



1 



1 



-mv t — mv R 
2 5 2 



: -mg ( 2r ) : 






6/ Pour calculer la reaction aux points B etS exp loitant l’equation(l) et remplacant/z et 0 : 
Au point B on a : 6 - 0, h = 0 , d’ou : 
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R . 



TYl 

3mgcos0-2mg +— v\ min 
r 



in 



R b = 3 mg - 2 mg H — 4 gr => = 5 mg 



Au point S ona0 = 7t,h 
R e = 



= , d’ou : 

yyi 

3mg cos it -2 mg + — v\ mm 



R s = -mg 



TYl 

R s = -3 mg - 2 mg H 4 gr : 

r 

Quand la particule se deplace entre les points cites plus haut le signe de la reaction change 
du positif au negatif. Cela prouve l’inversion du sens de la reaction au point/ (On comprend 
dc ccla que la reaction s’annulc au point/ ). Lc point ou s’annulc la reaction est defini par 
1’ angle 0, que nous voulons determiner (toujours a partir de requation(l) ) 

R r = 3 mg cos 0j - 2 mg + — v B mm ^ % . ! 

r I T 

m 

0 = 3 mg cos 6, - 2 mg h — 4 gr => cos 0 I = — = 

r _ 



m^\32° 



7/ Pour que la reaction ne s’annule pas entre les points B et S , e'est-a-dire qu’elle doit 
rester positive tout au long de Pare BS , il faut satisfaire les conditions suivantes : 

v 2 

R > 0 => 3 mg cos g > 0 




Soit Vj la vitesse initiale de la bille m l avant le choc, pendant que la bill em 2 est a l’etat de 
repos. Apres la premiere collision, la vitesse de la bille/n, devientVj , au moment ou la 
bille m 2 qmukrt la vitesse v 2 . Appliquons les principes de la conservation de la quantite de 
mouvement et de l’energie cinetique pour pouvoir ecrire : 

/MjVj = /UjVj + m 2 v 2 => m x v x = m l v l - m 2 v 2 — > (l) 

1 



— rn,v} = —m,v, 2 + — m 1 vl 
2 1 1 2 1 1 2 



(2) 



Eliminons l’inconnuev, entre les deux equations (l) et (2) , en elevant au carre la premiere 
et en multiplions la deuxieme par m, , puis on en deduit la vitesse v 2 : 

(1) ~ m \ v \ 2 = n ?, 2 vf +m 2 v 2 -2m l m 2 v 1 v 2 — > (3) 

(2) /«i = 



2 2 2 2 / \ 

m, v, = m l Vj - m l m 2 v 2 (4) 



1 y \ 

2 .2 



12 2 



(3) = (4) m 2 v 2 - 2m l m : v l v 1 = m x m 2 v, 



= 



2m t v t 



m 1 + m 2 
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Deuxieme collision : 

Soit v 2 la vitesse de m 2 acquise apres le premier choc, pendant que la bille m 3 est au repos. 
Apres le deuxieme choc la vitesse de la bille m 2 devientv 2 , et v 3 la vitesse acquise par la 
bille m, . Appliquons les principes de la conservation de la quantite de mouvement et de 
1’ energie cinetique pour pouvoir ecrire : 

rn 2 v 2 = m 2 v 2 + mS\ => m 2 v 2 = m 2 v 2 - m 3 v 3 -> (5) 



— m 2 vl = — nuv~ + — m-yl 
2 2 2 



(6) 





(y) . 



en multipliant la deuxieme par m 2 , et puis en deduire la vitesse v 3 : 

\2 ? '? 2 2 , 22 



(5 r 

(6)m 2 



m 2 v 2 = m 2 v 2 + m 2 v 3 - 2m 2 m 3 v 2 v i 



( 7 ) = («) : 



2 '2 



2 2 



( 8 ) 



m 3 v 3 -2 m 2 m 3 v 2 v 3 



■ m 2 m 3 v 



3 3 






2m 2 v^r 



m 2 +m 3 



Rcmplacant v 2 par sa valeur calculee precedemment pQU| t obtenir : 



V 3 = 



4m ] m 2 v l 



(m i +m 2 )(m 2 +m 3 






D’apres l’enonce les grandeurs v, , /«, , m, sont des constantes, maisv 3 est variable 
puisqu’elle est fonction dem 2 dont nous #^n%detenniner la valeur pour quev 3 soit 
maximale. Le probleme se transforms done en fonction mathematique v 3 = f(m 2 ) que nous 
devons deriver, et de la chercher une valeur de m 2 pour laquelle la derivee de v 3 par rapport a 




La valeur obtenue est celle de la masse m 2 pour que la bilem, acquiere une vitesse 
maximalc v max apres que la bille m 2 l’ait percutee. Quant a l’expression de la vitesse 
maximale on l’obtient en rcmplacant /n 2 dans l’equation(9) : 
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V = - 

,max | 


4 m, yjm t m 3 v. 


(m, +^m ] m 3 )| 


U 


l m ] m, + m, j 



Exercice 6.11 : 

1/ La force de frottement suivant le segment rectiligne AB est : 
/ = flN 
N = mg cos a 



f = jumg cos a , f = 4,9N 



2/ pour calculer la vitesse acquise par le corps au point# , appliquons le theoreme de 
1’ energie cinetique : 

AS« = I*, 



1 

~2 



0 = mga sin a - fa => 


Vb= \I 


La 


r ■ f) 

gsma 




L ' ■ 

u =M 8 ^ 1 




V 




1 m ) 





Par la meme methode calculons la vitesse v en negligeant les frottements dans la partie 
BC du chemin suivi : Tk / 



1 



1 



— mv — mv 



B 









1/2 


mg [2a -/ 0 )sina 


ll 

> 


g(2a-/ 0 )sin« + ^ 





v « 4, 6 m.s 1 



3/ Toute 1’ energie cinetique acquise par le corps jusquhrson arrivee au contact du ressort 
se transforme en energie potentielle elastique dans le reslort, d’ou : 



AE = AE , — mv 2 =—kx 2 
p 2 2 



m 

* = vj— 
k 



x = 14,5 cm 



4/ Dans ce cas c’est 1’ inverse qui se produiF : toute 1’ energie potentielle que le ressort a 
emmagasinee au cours de sa compression se transfonne de nouveau en energie cinetique, de 
telle fa$on que le corps va etjji relance avec la meme vitesse que celle avec laquelle il a 
percute le ressort. Nous allopAle vMfier : 



AE *E AE c 



-kx 2 = — mv 2 



[k 






v = xj — 


? | 


v = 4,58ms 1 


V m 





En appliquant le theoreme de 1’ energie cinetique on va calculer la distance# que remonte 
le corps apres qu’il at qtjiitte le ressort : 



0 - — mv 2 = -mgd sin a ■■ 



d 



2 g sin a 



d ~ 1, 23 m 



Exercice %12 



1/ On considere le plan horizontal passant par le centre de la sphere coniine referentiel de 
1’ energie potentielle {E p 0 = 0) . 

L’ energie potentielle au point M 0 est : 



''Mr. 



: mgh 0 



\ = mg cos a 

L’ energie potentielle au point M est : 



E m = mgR cos a 
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E M =mgh + ^mv 

h = R cos 9 
v = 9R 



1 



E m = mgR cos 6 + — m0 2 R 2 



En appliquant le principe de la conservation de 1’ energie mecanique on en deduit la 
vitesse angulaire 9 : 

E Mo = E m => mgR cos a = mgR cos <9 + ^ m9 2 R 2 



9 = — ( cos a - cos 9) 
R v 7 



2/ Pour calculer la reaction, on fait l’inventaire des forces, on les re 
projette sur l’axe normal, et on remplace la vitesse angulaire par sa ^gle 
calculee dans la premiere question. Done : 




on les 
ous avons 



R- P sin 



-— + 9 
2 



: ma. 



a N = 9 2 R 



sin 



( n \ 
--+9 

v 2 j 



N = rn,gf%pos 9-2 cos a ) 



3/ Le point materiel quitte la surface de la spl^gre^q^nd la reaction s’annule pour un angle 
bien determine que nous nous proposons de calculer : 

2 



iV = 0=> COStt%= — : 



9 0 * 48' 



Discussion : L’ angle sous lequel le point materiel quitte la sphere est independant du 
rayon et de la masse de la sphere. Cependant ce resultat change en presence d’une vitesse 
initiale ou de frottement a la surface. 



Exercice 6.13 : 



1/ L’allure genera le de la courbe est la suivante 




2/ Les positions d’equilibre stable sont caracterisees par les deux conditions : 

dE„ 



dx 



= 0 



' d 2 E / 



dx 2 



^0 



Les positions d’equilibre instable sont caracterisees par les deux conditions : 
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dE p_ 
dx 



= 0 



dx~ 



^0 



En derivant E par rapport a x deux fois de suite, on obtient : 



dE a 2 -x 2 

p — K — t- = 0 <=> x = ±a 



dx 



(x 2 +a 2 ) 



d 2 E (x 2 -3a 2 ) 

-f = 2 Kx- ' 

dx 



(x° + a 2 ) 



Nous remarquons que la position d’equilibre stable cst ( A ) d’ 
position d’equilibre instable est(i?) d’abscissex = +a . 

Exercice 6.14 : 

l.a / On remarque sur a figure de Tenoned que : 



O' P = 00'+0P\ 



00 ’ = au x 
OP = au„ 




O' P == a(u y + u r ) 



-a , mais la 



Exprimons le vecteur unitaire u x/ £n fonctiifn de u et de u g pour obtenir T expression 
demandee : 



u r = cos 6* .yf- sin 9.u g 



O' P = a(\ + cos9).u r - a sin 0.i 



Le module de ce vecteur i 



a(l + cos^)J+[asin^]- 
\\0'P\\ = pa 2 (l + cos 9) 






Q 

1 + cos 9 = 2 cos 2 — 

b/ la bilRlest soumise a une force de rappel d’expression T = -k(l-l 0 )u , ou I 



\0'P\\ = 2a cos 



e 



O'P 



et u Vvefeteur unitaire suivant la direction O'P . On peut decomposer le vecteur u en deux 

e _ . 

composantes : u =cos —u r - sin —u 0 . 

Done la tension du fil elastique est : 



T = -k 



f 



o 0 i 
2a cos /, 



f 



9 



9 



cos — u„ - sin- u 



9 



V 



2. a / Le vecteur vitesse est defini par Texpression : 
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v = du r + aOu g => | v = a0u,_ 



b / La force F est la resultante de trois forces : le poids P , la tension f et la reaction^ : 

P=P+T+R 
p = F.v = [P + T + P)v 

Pv = (mg cos 0u r - mg sin 9u e ) a9u 0 => Pv = -aOmg sin 6 



Tv = -k 



( 



~ 6 / 
2a cos /, 



v 



J 



e 



e 



cos — u -sin — u 



V 



J 



aOu, 



Tv = 



, 9 9 _ 9 . 9 ^ . 9 _ . . 9 ^ 

-£2acos — cos— + &2acos — sin — + £v n cos — w„ -kksm — u H 

2 2 2 2 2 



a9u 



Tv = a92kacos — sin — -a9kL sin — => TV = a 1 9k —sin 6* - a9klf^a — 

2 2 0 2 2 4L° 7% 



—sin# 

2 




c/ A partir de la puissance on en deduit le travail elementaire qu’on integre pour obtenir 
1’ expression de 1’ energie potentielle : 



dW = pdt 
dE=-dW 



p = a0 




\ 




kU sin — 

Y 2 J 




(ka 



dE p = - 



Q 

( ka - mg ) sin 0 - kl 0 sin — 



a 9dt 

J de 



0 

2 



\d9 



Q 

(ka - mg) cos 9 - 2 kl 0 cos — 



+ C k 



^LPou%tfouver les positions d’equilibre on cherche les valeurs de# pour lesquelles la 
derivee premiere de l’energie potentielle s’annule. On remplace d’abord a et l 0 qui se 
trouveilt dans la parenthese par leurs valeurs respectives qui sont donnees dans 1’ expression 
d qE„ : 



: mga 



cos#-2v/3 cos — 
2 



On derive cette demiere expression par rapport a 9 , puis on procede a une transfonnation 
trigonometrique adequate pour obtenir a la fin le resultat suivant : 
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MiUall j Ja*J| 



dE 



dO 



— = mga 



-sin^ + v/Ssin 



e 



■ n 6 6 

sine/ = 2sin — cos — 

2 2 

On en deduit les deux valeurs de<9 pour lesquelles la derivee premiere s’annule : 



dE . 0 

— — = mga sin — 

dQ 2 



y/3-2 



cos- 



0 



dE 



p 



0 
dO 

O<0 <7T 12 



0=0 



0 2 = n / 3 



b / D’apres l’enonce on doit determiner les positions d’equilibre stable et d’equilibre 
instable. Pour cela on doit chercher le signe de la seconde derivee de l’energie potentielle 



pour les deux valeurs 0 X et 0 2 : 







d 2 E ( 

p -(0 l = 0) = mga 



d0 

d% 

de 



< 0 Equi 



(0 2 =7c! 3 ) = m ^ a >- 0 Equil^je stable 




Exercice 6.15 : , \ r 

1/ Calculons d’abord la vitesse de la bille B x taut jft&te avant le choc avec la billed . Pour 
cela on doit appliquer le theoreme de l’energie cineferque( h 0 est la hauteur de laquelle la bille 
5, est abandonnee) : AE C = £w, x 

jmg=m,gh, 



n 



= Ed(i 



-cos a, 



A = /( 1-cos^ 

a / Cas du choc elastique 

On suppose que la quantite de mouvement et l’energie cinetique sont conservees. Ceci 
nous pennet de calculer les deux equations suivantes que nous divisons membre a membre. 
On obtient dope : 

( 1 ) 



m t v 0 = m l v i + m 2 v 2 



1 



— m,v: = — m, v , 2 + — mA 
2 2 2 

(2) 4. 

— v, =v 0 +v, -> (3) 



/UjVq = m ] v, 2 + m 2 v \ 



(2) 



YYl 

Remplacons v 2 et v 0 dans l’equation(l) , sachant que v = — - puis deduisons la 



m n 



vitesse Vj , il vient alors : 






- cos a, 



Remplacons v 0 etVj dans l’equation(l) puis deduisons la vitesse v 2 , on obtient alors : 
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2x 

x + 





/2g/l 


(l-cosa 0 ) 



Appliquons de nouveau le theoreme de 1’ energie cinetique aux deux billes pour obtenir 
leurs angles de deviation : 




v, = 0 



: La billed s’arrete apres le choc en transferant toute son energie a la 



| V 2 = V. 

billed, qui s’elance avee a vitesse v 0 . 

: Les deux billes remontent en sens contraires de telle fa?on que la bille A, 
0 ' 

reviant sur somchemin et la bille A 2 se deplace dans le sens contraire. 

b/ <Cas du choc mou : 

La quantite de mouvement etant conservee, la vitesse des deux billes collees ensemble 
tout juste apres le choc est : 



in 



v 0 = ( m ] +m 2 )v : 



x + 1 



2 gl (l-cosa 0 ) 



(6) 



On applique au systeme le theoreme de 1’ energie cinetique pour trouver : 
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— (zwj + m 2 ) v 2 = (/«, + in 2 ) gh 



' = yjlgl (1-cosa) —>(7) 



/z = / (l-cosa) 

Legalisation des deux equations (6) et (7) nous donne 1’ angle de deviation a dans le 
cas du choc mou : 



cos a = 1 - 



x -1 



(l-cosa 0 ) 



2/ Application numerique : 

a/ Pour trouver la valeur dex pour laquelle les deux billes s’ec 
contraires d’un meme angle, il faut egaliser les deux equations (4) et(5) : 

l2 



cos a x = cos a 2 => 1 - 




Seule la solution positive est acceptable 
correspondant est : A j 

x — 1 




(l-cosa 0 ) = 1- 



et 1’ angle a' 



cos a' = 1- 



x + 1 



(l-cos<^k)7w3s<2' = 0,875 => \a ’ = 29° 



b / Les deux angles de deviation pour x = 2 : 

Dans le cas du choc elastique : %n»remplace dans 1 ’equation (4) : 



cos cq 



A S2 
rt - t 



(l — cos (Xq ) , cos cq =0,94=> a x »20 c 
on remplace dans 1’ equation (5) : 



tj L-y 

Dans le cas dif»^J|oc mou : 

r 9 

TT 

■ 1 — — (l-cosa 0 )cosa 2 =0,ll<=>a 2 =83,7° 

x + 1 1=2 — — 
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